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单圆盘转子非线性振动模型及机理

杨金福，伍　敏
（中国科学院 工程热物理研究所，北京１００１９０）

摘　　　要：根据转子非线性振动的力学性质及大变形假设，结合工程实际构建了转子非线性振动具有

Ｄｕｆｆｉｎｇ方程形式的力学模型，推导了非线性系统的等效频率和频响方程，研究了刚度元件、阻尼元件与非线

性元件对系统振动的影响．通过单圆盘转子非线性振动实验，验证了非线性振动模型结构与Ｄｕｆｆｉｎｇ方程求

解及频响方程的合理性与有效性，揭示了共振、突变、滞后等非线性现象的机理，为转子振动特性分析提供了

一种新的研究方法．
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　　振动是物体经过平衡位置附近所作的微小或
有限的往复运动，例如声波、机械振动、电磁振荡
等．尽管振动现象的形式多种多样，但有着共同的
频率、振幅、相位特征及其客观规律和统一的数学
表达形式，因此能够建立统一的理论来进行研究．
转子动力学是以轴系运动为基础，以各种旋转机
械为工程背景，重点研究转子动力与运动行为关

系及其规律的一门学科．转子系统在运行过程中
的振动信息和行为特性是反映系统整体及其变化

规律的主要信号．通过数据采集和各种频谱分析、

耦合分析［１－２］、小波分析［３］等动态信号的处理，能
够深入了解转子整体和局部的运转机理，保障设
备正常运行，防止突发事故．
通常人们在研究转子非线性振动问题时，由
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于非线性微分方程尚无普遍有效的求解方法而线

性常微分方程的数学理论已十分完善，往往将复
杂的非线性振动直接纳入到线性理论框架中，用
线性理论得出的结果不仅误差过大，而且对自激
振动、共振、超谐和次谐振动、突变、滞后等实际工
程中频繁出现的问题无法做出全面合理的解释．
因此针对转子系统普遍存在的非线性因素，需要
建立相应的非线性振动模型．
转子非线性的机理研究在国内外文献中并不

多见．在基于非线性项的非线性振动模型研究方
面，Ｃｚｏｌｃｚｙｎｓｋｉ等［４］考虑了包含非线性立方刚度
的双阱势Ｄｕｆｆｉｎｇ振子弹性模型在周期激励和随
机激励作用下的响应，并在数值计算结果中讨论
了诸如分岔、混沌等非线性振动现象产生同步的
原因．张根辈等［５－７］指出线性模型的局限性，把系
统的非线性因素作为确定因素进行振动识别，建
立非线性立方刚度、非线性平方阻尼以及参数不
确定性的三自由度模型，进行常位移和常速度测
试识别非线性参数，并用于结构的最大响应预测，
分析非线性因素对结构动力的影响．在转子系统
应用方面，李宏坤等［８］考虑了非线性立方刚度、非
线性油膜力等因素下的转子轴承系统松动模型，
通过数值计算结果表明了该建模方法在转子松动

故障诊断的可行性．张锁怀等［９］在研究转子－轴承
系统时，根据齿轮啮合非线性刚度、轴承非线性油
膜力及齿侧间隙推导了齿轮耦合的转子－轴承系
统的非线性动力学模型．袁振伟等［１０］考虑了同时
反映涡轮径向偏心和轴向偏斜的非线性流体激振

力模型，并与 Ａｌｆｏｒｄ力模型比较，通过数值计算
结果反映了非线性模型的有效性和可靠性．马锐
等［１１］在有裂纹的情况下，考虑了非线性时变刚
度、非线性间隙及传动误差的影响，从庞加莱映射
图、频谱图等综合分析了齿轮裂纹的演化过程及
对系统动力学分岔响应的影响，进行了齿轮箱的
裂纹故障诊断．李明等［１２］考虑了非线性油膜力等
因素，建立了多跨转子非线性动力学模型，并用数
值方法研究了系统的分岔、混沌等非线性动力学
行为．此外，郭虎伦等［１３］采用解析分析的方法，对
含有非线性立方刚度和非线性间隙的二元机翼进

行分析，得到硬弹簧、软弹簧特性下机翼在颤振点
的不同分岔情况．王莉等［１４］建立了磁链的非线性
模型，并验证了非线性模型的有效性．
转子在大变形情况下的实际振动都具有非线

性性质．目前学者一般采用小变形假设，把转子系
统中的各种非线性变化简化成线性因素，建立线

性模型进行分析，这类线性模型由于进行了大量
的简化，模型计算的结果与实际产生了很大误差，
同时对于工程中的一些非线性现象无法做出合理

的解释．因此，本文基于大变形、硬弹簧特性来描
述非线性支承刚度，从而建立转子振动的非线性
模型，并且开展了相应的实验研究．

１　非线性振动简化模型

一般说来，在实际应用中，机械振动工程问题
都属于非线性问题．根据力学原理及其变化规律，
构建惯性、弹性、阻尼与激励等不同力相互作用的
数理模型，从而得到相应的非线性方程，通过方程
的解就可以揭示各种非线性现象产生的机理．
阻尼元件考虑线性阻尼性质，即ｆｃ＝－ｃｖ，

其中负号表示阻尼力的方向与物体运动的速度方

向相反．弹性元件考虑非线性弹簧特性，即非线性
弹性恢复力［１５］为

ｆκ＝－ｋｘ－ηｘ
３ （１）

当η＝０时，变形与作用力成正比，即满足胡克定
律的线性规律，称为线性弹簧特性；当η＞０时，
随着变形增加弹性系数逐渐增大，称为硬化弹簧
特性；当η＜０时，随着变形增加弹性系数逐渐减
小，称为软化弹簧特性［１６］．从图１可以看出，在小
位移变形 ［ｂ，ａ］区间，弹性变形遵循胡克定律的
线性规律，即ｆκ＝－ｋｘ；在大位移变形 （－∞，ｂ）

∪ （ａ，＋∞）区间，弹性变形满足非线性规律，

ｆκ＝－ｋｘ－ηｘ
３，其中ｋ为线性弹性变形系数，简

称为线性系数；η定义为非线性弹性变形系数，简
称为非线性系数．

图１　非线性弹性恢复力

Ｆｉｇ．１　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｒｅｓｔｏｒｉｎｇ　ｆｏｒｃｅ

在工程实际中，应用惯性、弹性、阻尼与激励
等元件的力学性质，就能够进行非线性模型简化
如图２所示，质点ｍ振动的惯性力元件为ｍ̈ｘ，线
性弹性恢复力元件为ｋｘ，非线性弹性恢复力元件

９３７１
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为ηｘ
３，阻尼元件为ｃｘ，外部激励元件为Ｆ（ｔ）．

根据牛顿第二定律，得出质点ｍ的动力方程为

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＋ηｘ
３ ＝Ｆ（ｔ） （２）

　　显然，该方程就是典型Ｄｕｆｆｉｎｇ方程［１５］的有
阻尼硬弹簧形式［１７］，因此可以应用Ｄｕｆｆｉｎｇ方程
结构与解的表达式来分析非线性振动的机理，从
而揭示其振动规律．当忽略非线性元件时，方程
（２）退化为常见的小位移变形时的线性振动方程

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ ＝Ｆ（ｔ），该方程只在小位移变形
［ｂ，ａ］区间成立，具有一定的适用局限性，换而言
之，该方程是非线性振动方程（２）在η＝０时的特
例，非线性振动方程（２）具有更广阔的适用范围．

图２　非线性振动简化模型

Ｆｉｇ．２　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ

２　转子非线性振动模型

传统的Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子分析模型大多数都基于
小扰动、小变形的假设，并且弹性变形满足胡克定
律．但是，随着近代旋转机械逐步向高转速、轻结
构、大柔性方向发展，转子挠性偏离运动已超出了
小扰动范围，并且振动普遍存在一些非线性特征，
因此迫切需要结合工程实际问题建立适合大扰

动、大偏心（位移）条件的理论分析模型，从而进一
步揭示转子非线性振动机理及变化规律．
在图３的转子系统受力分析中，转轴的质量

忽略不计，考虑圆盘两端轴及轴承的弹性支承具
有大变形、硬弹簧的特性．设单圆盘质量为ｍ，偏
心距为ｅ，转子以频率Ω逆时针转动，圆盘的惯性
力元件在ｘ，ｙ轴上的分量为ｍ［ｘ＋ｅｃｏｓ（Ωｔ）］″，

ｍ［ｙ＋ｅｓｉｎ（Ωｔ）］″，阻尼元件在ｘ，ｙ轴上的分量
为ｃｘ，ｃｙ，圆盘受到的弹性恢复力元件在ｘ，ｙ轴
上的分量为ｋｘ＋ηｘ

３，ｋｙ＋ηｙ
３．根据牛顿第二定

律，可列出转子偏心振动在ｘ，ｙ轴方向上的动力

方程为

ｍ̈ｘ＋ｃｘ＋ｋｘ＋ηｘ
３ ＝ｍΩ２ｅｃｏｓ（Ωｔ） （３）

ｍ̈ｙ＋ｃｙ＋ｋｙ＋ηｙ
３ ＝ｍΩ２ｅｓｉｎ（Ωｔ） （４）

由此可见，转子非线性振动方程能够化成Ｄｕｆｆｉｎｇ
方程的有阻尼硬弹簧形式．方程两边同时除以质
量ｍ，并对各系数做如下代换：

ｃ／ｍ＝２μ，ｋ／ｍ＝ω
２
０

η／ｍ＝εβ
２
０（ε→０烅

烄

烆 ）
（５）

则方程可以写成

ｘ̈＋２μｘ＋ω
２
０ｘ＋εβ

２
０ｘ３ ＝Ω２ｅｃｏｓ（Ωｔ） （６）

ｙ̈＋２μｙ＋ω
２
０ｙ＋εβ

２
０ｙ３ ＝Ω２ｅｓｉｎ（Ωｔ） （７）

式中Ω２ｅ为激励的幅值，与转子转动频率Ω及偏
心距ｅ有关，μ表示阻尼比，ω０ 表示固有频率，ε
表示小参数特性系数．由于转子非线性振动模型
在ｘ，ｙ方向上是类似的，所以本文以下都按照ｘ
方向的振动方程进行讨论．

图３　转子受力分析图

Ｆｉｇ．３　Ｒｏｔｏｒ　ｆｏｒｃｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ

在转子非线性轴承油膜力［１８－１９］、非线性挤压
油膜力［２０－２１］、非线性裂纹转子、非线性碰摩、非线
性刚度支承、非线性磁轴承力等的研究中发现大
量的分岔与混沌现象都是通过倍周期分岔、Ｈｏｐｆ
分岔、周期３分岔和阵发等道路进入或退出混沌，
这些现象基本没有超出对单自由度非线性Ｄｕｆｆ－
ｉｎｇ方程的分析结果．

３　解析分析

没有阻尼元件消耗能量时方程（６）为保守系
统，不考虑外界激励时，转子非线性振动的Ｄｕｆｆ－
ｉｎｇ方程可以写为
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ｘ̈＋ω２０ｘ＋εβ
２
０ｘ３ ＝０ （８）

用多尺度法推导方程（８）的解［１６］，作为最低级的
近似，将η／ｍ ＝εβ

２
０ 代入，可求得系统的等效

频率为

ω＝ω０＋ ３ａ
２

８ｍω０η
（９）

定义ωη＝
３ａ２
８ｍω０η
为非线性频率，它具有系统非线

性结构的频响特性，则系统等效频率可以化为

ω＝ω０＋ωη （１０）
显然，系统等效频率是由线性频率（固有频率）ω０
与非线性频率ωη 两部分组成．无论硬弹簧特性
（η＞０）还是软弹簧特性（η＜０）都是周期运动，只
是求得的系统等效频率ω比ω０ 偏大或偏小的非
线性结构响应的差别．
若考虑阻尼元件，则方程（６）为耗散系统，在

强阻尼及临界阻尼条件下，方程的响应为一条衰
减曲线，不再是振动问题；只有在弱阻尼条件下，
方程的响应为一条振动曲线．忽略非线性弹性元
件时，方程ｘ̈＋２μｘ＋ω

２
０ｘ＝Ａｃｏｓ（Ωｔ）在弱阻尼

条件下的解为

ｘ＝ Ａ
（ω２０－Ω２）２＋４μ

２Ω槡 ２
ｃｏｓ（Ωｔ＋δ）

其中δ满足ｔａｎδ＝－２μΩ／（ω
２
０－Ω２），如果考虑非

线性弹性恢复力元件，则解的形式可以期望，在时
间足够大时，响应的频率为Ω，振幅依赖于非线性
项．根据对方程（８）中非线性项的估计，作为最低
级的近似Ｏ（ε），用下列线性强迫振动的方程来代
替［２２］非线性强迫振动的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程

ｘ̈＋２μｘ＋ω
２　ｘ＝Ａｃｏｓ（Ωｔ） （１１）

其中ω为等效频率，Ａ 为外界激励的振幅．方程
（１１）的解为

ｘ＝ Ａ
（ω２－Ω２）２＋４μ

２Ω槡 ２
ｃｏｓ（Ωｔ＋δ）

（１２）
当Ω与ω０ 值比较接近时，将等效频率式（９）代入

响应振幅ａ＝ Ａ
（ω２－Ω２）２＋４μ

２Ω槡 ２
中，得

ａ（ω２０－Ω２）＋３ａ
３

４ｍ［ ］η
２

＋４ａ２μ
２Ω２ ＝Ａ２

（１３）

　　非线性频响方程式（１３）反映了非线性振动的
频响、阻尼以及非线性特性之间的内在联系．当非
线性系数η＝０时，响应的振幅就退化成无非线
性项的线性振动方程的响应振幅，如图４（ａ）．当

η＞０时，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的激励频率和响应振幅的

关系满足硬弹簧的频率响应特性，激励频率增加
时，响应振幅的峰值随着激励振幅 （Ａ１ ＜Ａ２ ＜
Ａ３）的增加而增大，峰值向右移动，如图４（ｂ）．反
之，当η＜０时，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的激励频率和响应
振幅的关系满足软弹簧的频率响应特性，激励频
率减小时，响应振幅的峰值随着激励振幅的增加
而增大，峰值向左移动，如图４（ｃ）．

图４　Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的频率响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｃｕｒｖｅｓ

ｏｆ　Ｄｕｆｆｉｎｇ　ｅｑｕａｔｉｏｎ

当非线性系数η＞０时，若外界激励的频率Ω
从一个相对小的值开始逐渐增加，则响应的振幅

ａ沿响应曲线逐渐增加，一直到达点１；当频率继
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续增加时，振幅突然从点１跳跃到响应曲线较低
分支的点２上，然后从点２开始沿响应曲线逐渐
下降．反之，若Ω减小时，响应振幅会出现上升的
跳跃，如图５（ａ）．同样地，当η＜０时也会出现类
似的现象，只不过跳跃出现在相反方向，当Ω 增
加时响应振幅有上升的跳跃，当Ω减小时响应振
幅有下降的跳跃．这种跳跃现象称为突变［１６］．若
发生上升跳跃和下降跳跃的外界激励Ω 值不相
等，就会形成１－２－３－４的回路，这样的回路就称为
滞后现象，如图５（ｂ）．

图５　突变和滞后现象

Ｆｉｇ．５　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｊｕｍｐ　ａｎｄ　ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ

４　单圆盘转子非线性振动实验

单圆盘转子实验台的结构如图６所示，转子
安装在轴承支座上，转子与电机通过联轴器连接．
相关的结构参数分别为：圆盘半径ｒ０＝０．０３９ｍ，
圆盘质量ｍ＝０．５ｋｇ，转轴半径ｒ＝０．００５ｍ，圆盘
及转轴材质为Ｑ２３５钢，密度ρ＝７．８×１０

３　ｋｇ／ｍ３，

弹性模量Ｅ＝２００ＧＰａ，泊松比为０．３，转子跨距ｌ
＝０．４３３　５ｍ．在靠近右侧轴承处安装水平和竖直
方向的电涡流传感器采集ｘ和ｙ 方向的振动信
号，在联轴器处安装键相电涡流传感器测量转速．
振动测试系统如图７所示，采样频率为５　０００Ｈｚ．
选择圆盘位于距左侧轴承较近的位置ａ＝

图６　实验台结构

Ｆｉｇ．６　Ｒｏｔｏｒ　ｔｅｓｔ－ｂｅｄ

图７　实验设备连接及测试系统示意图

Ｆｉｇ．７　Ｔｅｓｔ　ｅｑｕｉｐｍｅｎｔ　ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｅｓｔ　ｓｙｓｔｅｍ

０．１３０　０５ｍ，采用调节调速电机可以直接控制转子
转速，分别对转子升降速过程进行测试．在转子升
降速实验中，转子从０ｒ／ｍｉｎ开始升速直至９　７１４
ｒ／ｍｉｎ，然后再降速至０ｒ／ｍｉｎ．因此，通过转子在
升、降速过程中过临界转速的振动响应，就能够识
别共振、涡动、振荡［２３］等典型故障特征．

４．１　频谱结构特征

转子在升、降速过程中非线性振动的频谱结
构特性如图８所示，其中横坐标表示频率，纵坐标
表示运行时间，谱图颜色的深浅变化表示转子振
幅的大小，颜色越亮表示振幅越大．该图表明：在
整个起停过程中，转子振动存在明显的同频共振
区Ａ、随转子工作转速而变化的油膜涡动区Ｂ和
不随转子工作转速而变化的油膜振荡区Ｃ 的频
谱结构特征，并且在升速过程中，转子转速过临界
峰值后出现转速突升的现象，发生油膜振荡时出
现涡动频率突降的锁频现象．

图８　转子升降速的时间－幅值－频率三维谱图

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｍｅ－ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｌｉｆｔｉｎｇ　ｐｒｏｃｅｓｓ
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转子工作转速在８　０３０～９　７１４ｒ／ｍｉｎ范围时，
轴系发生油膜振荡现象，相应的振荡频率范围是

６２．５９～６４．５９Ｈｚ；升、降速过程的一阶弯曲临界
转速峰值频率分别为７３．９１，６０．５９Ｈｚ；转子在升
速的７　３９１～９　７１４ｒ／ｍｉｎ范围和降速的９　７１４～
８　４７０ｒ／ｍｉｎ范围内时，发生油膜半速涡动现象，相
应的涡动频率分别为６１．２６～６６．５８Ｈｚ，６２．５９～
６０．５９Ｈｚ．

４．２　非线性振动特性分析

图９给出了转子升、降转速通过一阶临界转
速的幅频特性曲线，显然，根据频响方程（１３）式及
图５（ａ）可知，实验转子振动满足非线性系数大于
零（η＞０）的硬弹簧特性，因此产生在升速到

４　４５９ｒ／ｍｉｎ时振幅突降，降速到４　２６８ｒ／ｍｉｎ时振
幅突升的突变与滞后现象．

图９　转子振动突变与滞后特性

Ｆｉｇ．９　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｊｕｍｐ　ａｎｄ　ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

　　图１０给出了转子在升速过程中，典型的一阶临
界转速、分岔与混沌的轴心轨迹和幅频特性曲线．

图１０　转子过临界转速、分岔与混沌的轴心轨迹及幅频特性

Ｆｉｇ．１０　Ｓｈａｆｔ　ｏｒｂｉｔｓ　ａｎｄ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ－ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｒｏｔｏｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｔｈｒｏｕｇｈ

ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｓｐｅｅｄ，ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｃｈａｏｓ

　　从图１０中可以看出：转子在同频振动、共振
和１／２次谐波分岔、１／５次谐波振荡的典型转速
（３　５７０，４４５８，７３７５，９５８３ｒ／ｍｉｎ）下的轴心轨迹，分
别为周期１（＜７　０００ｒ／ｍｉｎ）、周期２（７　０００～８　０００
ｒ／ｍｉｎ）和周期５（＞８　０００ｒ／ｍｉｎ）的运动特征．显
然，当转子涡动频率接近转子一阶固有频率时，

１／５次谐波振荡状态仍然具有两个频率，并且是低
频振幅高于工频振幅的锁频特性．

５　结　论

本文应用非线性振动力学的基本原理，构建
了转子非线性振动具有Ｄｕｆｆｉｎｇ方程形式的力学

模型，推导了非线性系统的等效频率和频响方程，
研究了共振、突变、滞后等非线性现象的机理．结
合单圆盘转子振动实验，针对转子在升、降速过程
中的非线性振动机理开展了较为深入的实验研

究，验证了非线性振动模型结构与Ｄｕｆｆｉｎｇ方程
求解及频响方程的合理性．主要结论归结为以下
几点：

１）根据非线性振动力学的基本原理以及结
构刚度、阻尼、非线性元件的力学性质，结合大扰
动、大变形的弹性假设，构建了具有Ｄｕｆｆｉｎｇ方程
形式的转子非线性振动模型．依据Ｄｕｆｆｉｎｇ方程
的解析解，定义了非线性频率ωη 参数，给出了系
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统等效频率ω等于线性频率ω０ 与非线性频率ωη
两者之和的结论；推导了系统非线性振动的频响
方程，从而阐明了在硬、软非线性频率ωη 条件下，
激励频率与响应振幅之间的变化规律，进一步揭
示了系统产生共振、突变、滞后等非线性振动现象
的机理．
２）结合单圆盘转子非线性振动的实验结果，
基于ＤＡＳＰ软件对转子非线性振动的轴心轨迹
图、分岔图、幅频曲线等非线性特性进行分析，进
一步验证了单圆盘转子结构的非线性振动具有硬

弹簧特性的突变与滞后特征，论证了转子非线性
振动模型结构与Ｄｕｆｆｉｎｇ方程求解及频响方程的
合理性与有效性，揭示了转子低频涡动与谐波振
荡的变化机理．
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